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基于微分求积有限元法的双层微板系统振动特性研究 

张立民，张波*，张旭，段宇杭，沈火明 

(应用力学与结构安全四川省重点实验室，西南交通大学力学与航空航天学院，成都，611756) 

摘 要：基于修正的偶应力理论和两变量精化的剪切变形理论，建立了由 Winkler-Pasternak 连续弹性夹层连接的

双层微板系统的自由振动模型，着重推导了系统异步振动的运动微分方程和势能泛函。融合 Gauss-Lobatto 求积

准则和微分求积准则构造了具有 C1连续性的微分求积有限元。通过与已有文献进行对比，验证了数值方法的有

效性。详细讨论了各种因素对系统同步和异步振动特性的影响。结果表明：系统的自由振动特性对材料尺度参

数、长宽比、长厚比以及边界条件呈现出依赖性；弹性夹层刚度仅对系统异步振动产生作用；随着模态阶次的增

大，材料尺度参数和弹性夹层刚度对异步振动频率和模态的影响变得显著。 

关键词：修正的偶应力理论；两变量精化的剪切变形理论；双层微板系统；微分求积有限元；振动特性 

中图分类号：TB383；TB34  文献标志码：A  

Application of differential quadrature finite element method to the free 

vibration analysis of double-layered microplate system 

ZHANG Limin, ZHANG Bo*, ZHANG Xu, DUAN Yuhang, SHEN Huoming 

(Applied Mechanics and Structure Safety Key Laboratory of Sichuan Province, School of Mechanics and Aerospace Engineering, 

Southwest Jiaotong University, Chengdu, 611756) 

Abstract: This paper developed the free vibration model of a double-layered microplate system connected by Winkler-Pasternak 

continuous elastic interlayer within the combined framework of the modified couple stress theory and a two-variable refined shear 

deformation theory. The derivation of differential equations of motion and potential energy for the asynchronous vibration of the system 

was emphasized. To solve the resulting boundary value problem, the differential quadrature finite element with C1-continuity was 

constructed by combining differential quadrature and Gauss-Lobatto quadrature rules. The efficacy of our solution method was 

demonstrated by comparing its predictions with the available ones. The effects of various factors on the system's synchronous and 

asynchronous vibration characteristics were discussed in detail. It is revealed that: (1) the double-layered microplate system's vibration 

characteristics depend on the material length scale parameter, length-to-width ratio, length-to-thickness ratio and boundary conditions; 

(2) the elastic interlayer stiffness only affects the asynchronous vibration characteristics of the system; (3) size effects on the vibration 

frequencies and mode shapes become noticeable as the material length scale parameter or the elastic interlayer stiffness increases. 

Keywords: Modified couple stress theory; Two-variable refined shear deformation theory; Double-layered microplate system; 

Differential quadrature finite element; Vibration characteristics. 

 

1 引 言 

因拥有体积小、重量轻、能耗低、响应快和灵敏度高等
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优点，微机电系统(Mico-Electro-Mechanical-Systems, MEMS)

广泛应用于航空航天、生物医疗、汽车电子、无线通讯和药

物检测等领域。过去三十年里，国内外研究人员经过大量技
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术积累设计制造了各种 MEMS 产品，如微纳米谐振器、压

力传感器、加速度计、麦克风、湿度传感器以及气体传感器

等。依据受力和几何特点，MEMS 承载构件通常可被简化为

小尺度梁、板和壳等。然而，相关实验[1, 2]观察到，当构件

几何特征尺寸与组分材料内禀特征长度处于同一量级时，其

自由振动特性具有尺度效应。 

经典连续介质力学理论由于缺少反映组分材料内禀特

征尺寸的本构参数，因而难以表征尺度效应现象。鉴于此，

研究者通过在变形体自由能中引入高阶变形及高阶应力度

量，发展出各种非经典连续介质力学理论。在诸多非经典理

论中，修正的应变梯度理论[1]和修正的偶应力理论[3]在微米

量级梁板结构的静动力学建模和分析中备受瞩目。尽管修正

的应变梯度理论比修正的偶应力理论有更广阔的适用范围，

但要同时确定三个材料尺度参数相当困难。修正的偶应力理

论中仅涉及一个材料尺度参数，这给微尺度梁板结构的实验

表征带来了极大便利。Kong[4]综述了过去十几年间在修正的

偶应力理论下微米量级梁、板及壳等结构的静动力学模型和

数值方法，并对未来亟需关注的课题进行了前瞻性分析。 

随着 MEMS 产品应用场景越来越广泛，单层微构件已

难以满足当下日益增长的功能需求。作为单层微板的重要技

术延伸，双层微板系统如今已在微纳米传感器、致动器、谐

振器及晶体管等领域获得许多应用，其振动特性因而备受研

究者重视。Murmu 和 Adhikari[5]采用 Navier 法推导了四边

简支双层纳米板系统的自由振动频率，发现非局部效应对同

步振动的影响显著高于异步振动。Ansari 等[6]基于 Mindlin 

板理论和微分求积法探讨了考虑层间范德华力且各层具有

不同边界条件的多层石墨烯系统的自由振动，并采用 Navier

法推导了四边简支情形下系统的振动频率。Lin[7]采用宏观

多层 Kirchhoff 板模型和微分求积法研究了由 Winkler-

Pasternak 连续弹性夹层连接的多层石墨烯系统的振动特性，

讨论了范德华力、长宽比和石墨烯层数对系统振动频率和模

态的影响。Xu 等[8]利用辛展开和边界叠加法获得了典型边

界条件下嵌入于弹性介质中的正交各向异性双层纳米板系

统振动频率的精确解。范俊海等[9]针对双层悬臂石墨烯系统

受迫振动问题，发展了求解系统稳态受迫振动的辛解析方法。

Allahyari 和 Asgari[10]基于 Reddy 板理论建立了大幅度自由

振动模型，联合应用多尺度法和伽辽金法获得了同步和异步

非线性振动响应。刘建超[11]根据 Kirchhoff 板理论和 Kelvin

粘弹性模型建立了双层粘弹性功能梯度简支纳米板的非局

部振动和屈曲控制方程，探讨了各种因素对两类问题中的同

步和异步特性的影响。王祥[12]基于哈密顿体系及辛叠加法

研究了在磁场作用下从单层纳米板到三层纳米板、从简单边

界条件到复杂边界条件的自由振动问题。 

目前，关于双层微板系统的研究主要是结合非局部理

论和三类传统板理论(即 Kirchhoff 型、Mindlin 型和 Reddy 

型)，且模型求解时仅考虑上下层均为四边简支的情形，而

结合偶应力/应变梯度理论和精化的高阶剪切变形理论的双

层微板系统的自由振动研究还很匮乏。本文拟基于修正的偶

应力理论和两变量精化的剪切变形理论建立双层微板系统

的自由振动模型，构造相应的微分求积有限元以求解复杂边

界下系统的自由振动问题，探讨边界条件、弹性介质参数、

材料尺度参数以及长厚比对系统同步和异步振动特性的影

响。 

2 双层微板系统的自由振动模型 

2.1 修正的偶应力理论 

修正的偶应力理论[3]在经典偶应力理论[13]基础上假定

力偶平移后满足力线平移定理，进而引入高阶力偶矩平衡方

程，最终将偶应力张量约束为对称形式。在该理论下，各向

同性线弹性体的应变能为： 

U=
1

2
∫ (σijεij+mij

(s)
χ

ij
(s)) dΩ

Ω

             (1) 

式中 σij、εij、mij
 (s)与 χij

(s)分别代表应力张量、应变张量、偶

应力张量以及旋转梯度张量的对称部分，具体定义为： 

𝜀ij=
1

2
(ui,j+uj,i), χ

ij
(s)=

1

2
(θi,j+θj,i), 

σij=λεijδij+2μεij, mij

(s)
=2μl

2
χ

ij
(s).            (2) 

式中ui是位移矢量，θi是转动矢量，λ和μ是拉梅常数，δij是

Kronecker 符号，l是材料特征尺度参数。转动矢量θi的定义

如下： 

θi=
1

2
eijkuk,j                 (3) 

式中eijk是置换符号。 

2.2 双层微板系统的几何描述 

图 1 所示为由 Winkler-Pasternak 连续弹性夹层连接的

各向同性双层微板系统。描述系统变形的两个笛卡尔坐标系

分别位于各层板的中面上，且原点位于各层板中面左上角点。

微板系统的长度、宽度分别为Lx、Ly，Winkler 和 Pasternak

模量分别为kw、kp，上下层微板的厚度、弹性模量、泊松比、

剪切模量以及密度均相等，分别采用h、E、ν、G和ρ表示。 

 

图 1 双层微板系统示意图 

Fig.1 Schematic of the double-layered microplate system 

采用文献[14]中两变量精化的剪切变形理论描述微板
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系统的位移场，即 

w(i)(x,y,z,t)=wb

(i)
(x,y,t)+ws

(i)
(x,y,t), 

u(i)(x,y,z,t)=(
z

4
-

5z3

3h
2 )

∂ws
(i)

∂x
-z

∂wb

(i)

∂x
, 

v(i)(x,y,z,t)=(
z

4
-

5z3

3h
2 )

∂ws
(i)

∂y
-z

∂wb

(i)

∂y
.           (4) 

式中u(i)、v(i)和w(i)分别表示第i层微板内任一点沿x、y和z方

向的位移分量，wb

(i)和ws
(i)分别表示由纯弯曲和纯剪切变形引

起的挠度分量。利用式(2)和(4)可得第i层板的应变张量和曲

率张量的非零分量以及相应的非零应力分量，具体表达式参

见文献[15]。 

2.3 双层微板系统的运动微分方程 

由文献[15]中单层微板的应变能不难导出本文双层微板

系统的应变能： 

Π𝑠 = ∑ ∫ {Λ1 [(
∂

2
wb

(i)

∂x2
)

2

+ (
∂

2
wb
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)

2

]
A

2
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3Λ6

4
(

∂
2
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)

2
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∂

2
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2
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2
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2
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Λ5 [(
∂

2
ws

(i)

∂x∂y
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2
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3

∂
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∂
2
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7Λ6

12
(

∂
2
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∂
2
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-

∂
2
ws

(i)

∂y2
) +2Λ6 (

∂
2
wb

(i)

∂x∂y
)

2

} dA        (5) 

式中 

Λ1=
D

2
+

Ghl
2

2
, Λ2=

D
(i)

168
+

3Ghl
2

16
, Λ3=Dv, Λ4=

5Gh

12
+

25Gl
2

24h
, 

Λ5=
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3

504
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2
, D= 
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3
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从式(4)出发可得双层微板系统的动能：

Πk = ∑ ∫ {
ρh

3

24
[(

∂
2
wb

(i)

∂x∂t
)

2

+ (
∂

2
wb

(i)
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)

2
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A
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2
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∂
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2
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Winkler-Pasternak 弹性夹层的势能为： 

Πf =
1

2
∫ {kw (wb

(1)
+ws

(1)
-wb

(2)
-ws

(2)
)

A
+kp [

∂(wb

(1)
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)
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]
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d𝐴                           (8) 

当上下层板完全相同时，系统会发生同步和异步振动。

引入相对挠度wb

(0)
= wb

(1)
− wb

(2)
, ws

(0)
= ws

(1)
− ws

(2)。同步情

形下wb

(0) = ws
(0)

= 0，弹性夹层不起作用，系统振动等价于

单层板的情形；异步情形下wb

(0) ≠ 0, ws
(0)

≠ 0。利用 Euler–

Lagrange 方程可得一般情形下系统的运动微分方程组。将上

下层微板关于两类挠度变量的运动微分方程对应相减，可得

系统异步振动的运动微分方程： 

ρh
3

12
∇2 ∂
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∂
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(0)
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(0)) =0               (10) 

需要指出的是，当kw=kp=0时，以上两式可退化为同步

振动微分方程。对于上下层板均为四边简支情形，可以采用

Navier 法获得系统同步和异步振动的解析解，具体推导过程

省略。对于其它边界条件的情形，很难通过解析法获得系统

自由振动边值问题的解。 

3 双层微板系统的微分求积有限元法 

本节以系统异步振动为例，给出微分求积有限元的构造

过程。从式(9-10)出发，结合虚位移原理，可得系统异步振

动下的总势能泛函： 
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∂

2
wb

(0)

∂y∂t
)

2

] +
ρh

3

2016
[(

∂
2
ws

(0)

∂x∂t
)

2

+ (
∂

2
ws

(0)

∂y∂t
)

2

]
A

+  

ρh

2
(

∂wb

(0)

∂t
+

∂ws
(0)

∂t
)

2

-kp [
∂(wb

(0)
+ws

(0)
)

∂x
]

2

-kp [
∂(wb

(0)
+ws

(0)
)

∂y
]

2

-  

kw (wb

(0)
+ws

(0))
2

-2Λ1 (
∂

2
wb

(0)

∂x∂y
)

2

-Λ1 [(
∂

2
wb

(0)

∂x2
)

2

+ (
∂

2
wb

(0)

∂y2
)

2

]  

-(2Λ2+Λ5) (
∂

2
ws

(0)

∂x∂y
)

2

-Λ2 [(
∂

2
ws

(0)

∂x2
)

2

+ (
∂

2
ws

(0)

∂y2
)

2

]  

-
7Λ6

12
(

∂
2
wb

(0)

∂x2

∂
2
ws

(0)

∂x2
+

∂
2
wb

(0)

∂y2

∂
2
ws

(0)

∂y2
) -

7Λ6

6

∂
2
wb

(0)

∂x∂y

∂
2
ws

(0)

∂x∂y
  

-Λ4 [(
∂ws

(0)

∂x
)

2

+ (
∂ws

(0)

∂y
)

2

]} dA                         (11) 

式(11)中出现了wb

(0)
和 ws

(0)的二阶偏导数，这意味着两

者需要具备 C1 连续性。在偶应力/应变梯度理论下，一些研

究者发展了求解微尺度梁板静动力学问题的有限元法[16]、

等几何分析[17, 18]以及微分求积有限元法[15, 19]等。其中，微分

求积有限元法融合 Gauss-Lobatto 求积准则和微分求积准则，

离散势能泛函时先数值积分后数值微分，具有良好的收敛性

和计算精度。图 2 给出了实现wb

(0)和 ws
(0)的 C1 连续性要求

的微分求积几何映射策略。 
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图 2 双层微板系统的微分求积几何映射策略 

Fig.2 Differential quadrature-based geometric mapping scheme for the 

double-layered microplate system 

对于长宽分别为2a、2b的单元，Gauss-Lobatto 求积点坐

标向量为： 

xGL= [0, 2a (
1

2
-
√5

10
) , 2a (

1

2
+

√5

10
) , 2a]， 

y
GL

= [0, 2b (
1

2
-
√5

10
) , 2b (

1

2
+

√5

10
) , 2b].        (12) 

为获得单元内任一点的位移，采用 Lagrange 插值技术

可将位移场变量Δ表示为： 

Δ= ∑ ∑ lm(x)ln(y)Δmn
4
n=1

4
m=1             (13) 

式中Δ表示wb

(0)和ws
(0)

，lm(x)和ln(y)分别表示𝑥方向第𝑚个求

积点和𝑦方向第𝑛个求积点处的 Lagrange 插值函数，Δmn表

示相应求积点处的位移值。 

微分求积准则采用权系数矩阵来取代各阶偏微分项，从

而避免了对位移场变量直接求导。求积点处位移场变量Δ的

各阶导数可表示为： 

[
∂

p⊕q
Δ

∂xp∂yq
] =Axy

⟨p⊕q⟩
ΔG                         (14) 

其中 

ΔG = [Δ11 Δ21 Δ31 Δ41 … Δ14 Δ24 Δ34 Δ44]T 

(15) 

Axy

⟨p⊕q⟩
(𝑝, 𝑞取值范围为 0,1 或 2)为微分求积权系数矩阵，具

体形式参见文献[15]。 

为了满足 C1 连续性要求，需要将单元求积点位移列向

量ΔG修改为如下单元节点位移列向量ΔN： 

ΔN = [Δ11 (
∂Δ

∂x
)

11
(

∂Δ

∂y
)

11
(

∂
2
Δ

∂x∂y
)

11

…  

Δ14 (
∂Δ

∂x
)

14
(

∂Δ

∂y
)

14
(

∂
2
Δ

∂x∂y
)

14
]
 T

       (16) 

利用微分求积准则可得ΔG与ΔN之间的转换关系： 

ΔN=BΔG                     (17) 

式中单元节点处位移向量ΔN可表示为WbN
(0)

和WsN
(0)。转换矩阵

B的表达式参见文献[15]。 

利用式(14)和(17)离散式(11)可得： 

Π𝑠= (ẆbN

(0)
)

T

(B-1)
T
[

ρh
3

24
(Ax

⟨1⟩)
T
QAx

⟨1⟩+

ρh
3

24
(Ay

⟨1⟩)
T
QAy

⟨1⟩+
ρh

2
Q

]B-1ẆbN

(0)
  

+ (ẆsN

(0)
)

T

(B-1)
T
[

ρh
3

2016
(Ax

⟨1⟩)
T
QAx

⟨1⟩

+
ρh

3

2016
(Ay

⟨1⟩)
T
QAy

⟨1⟩+
ρh

2
Q

]B-1ẆsN

(0)
  

−(WbN
(0)

+WsN
(0)

)
T

(B-1)
T
[
kwQ+kp(Ax

⟨1⟩)
T
QAx

⟨1⟩

+kp(Ay
⟨1⟩)

T
QAy

⟨1⟩
]B-1 (WbN

(0)
+WsN

(0)
)  

−(WbN
(0)

)
T

(B-1)
T

[
 
 
 
 Λ1(Ax

⟨2⟩)
T
QAx

⟨2⟩

+Λ1(Ay
⟨2⟩)

T
QAy

⟨2⟩+

2Λ1 (Axy

⟨1⊕1⟩
)

T

QAxy

⟨1⊕1⟩

]
 
 
 
 

B-1WbN
(0)

 

−(WsN
(0)

)
T

(B-1)
T

[
 
 
 
 
 
 
 
 Λ2(Ax

⟨2⟩)
T
QAx

⟨2⟩

+Λ2(Ay
⟨2⟩)

T
QAy

⟨2⟩

+Λ4(Ax
⟨1⟩)

T
QAx

⟨1⟩

+Λ4(Ay
⟨1⟩)

T
QAy

⟨1⟩+

(2Λ2+Λ5) (Axy

⟨1⊕1⟩
)

T

QAxy

⟨1⊕1⟩

]
 
 
 
 
 
 
 
 

B-1WsN
(0)

  

−
7Λ6

12
(WbN

(0)
)

T

(B-1)
T

[
 
 
 
 (Ax

⟨2⟩)
T
QAx

⟨2⟩+

2 (Axy

⟨1⊕1⟩
)

T

QAxy

⟨1⊕1⟩

+(Ay
⟨2⟩)

T
QAy

⟨2⟩
]
 
 
 
 

B-1WsN
(0)

       (18) 

式中Q为权系数矩阵： 

Q=
ab

36
diag {[

1

5

5

25

5

25

1

5

5

1

25

5

25

5

5

1

…
]

T

}    (19) 

引入如下单元总体位移列向量： 

dN= [(wb

(0)
)

11
(

∂wb

(0)

∂x
)

11

(
∂wb

(0)

∂y
)

11

(
∂

2
wb

(0)

∂x∂y
)

11

…  

     (ws
(0))

11
(

∂ws
(0)

∂x
)

11

(
∂ws

(0)

∂y
)

11

(
∂

2
ws

(0)

∂x∂y
)

11

…  

…  

     (wb

(0))
14

(
∂wb

(0)

∂x
)

14

(
∂wb

(0)

∂y
)

14

(
∂

2
wb

(0)

∂x∂y
)

14

…  

(ws
(0)

)
14

(
∂ws

(0)

∂x
)

14

(
∂ws

(0)

∂y
)

14

(
∂

2
ws

(0)

∂x∂y
)

14

]
T

   (20) 

异步振动下系统的单元质量矩阵Me和刚度矩阵Ke的元
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素可表示为： 

Mij
e =

∂
2
Π𝑠

∂ḋN(i)∂ḋN(j)
,Kij

e = −
∂

2
Π𝑠

∂dN(i)∂dN(j)
          (21) 

利用 Maple 软件导出单元刚度矩阵和质量矩阵，组装所

有单元刚度矩阵(或质量矩阵)并引入位移边界条件，进而建

立双层微板系统自由振动的微分求积有限元方程。对于上下

层微板不同的情形，采用类似的过程可以建立系统自由振动

的微分求积有限元，但此时单元节点位移参数为 64 个。常

见的边界约束主要有固支(C)、简支(S)以及自由(F)，数值实

施中对应于三者的位移边界条件为： 

固支(C)： 

wb

(0)
=ws

(0)
=

∂wb

(0)

∂x
=

∂ws
(0)

∂x
=

∂wb

(0)

∂y
=

∂ws
(0)

∂y
|
x=0  or  x=Lx

=0,   

wb

(0)
=ws

(0)
=

∂wb

(0)

∂x
=

∂ws
(0)

∂x
=

∂wb

(0)

∂y
=

∂ws
(0)

∂y
|
y=0  or  y=Ly

=0.       (22) 

简支(S)： 

wb

(0)
=ws

(0)
=

∂wb

(0)

∂y
=

∂ws
(0)

∂y
|
x=0  or  x=Lx

=0, 

wb

(0)
=ws

(0)
=

∂wb

(0)

∂x
=

∂ws
(0)

∂x
|
y=0  or  y=Ly

=0.                 (23) 

自由(F)：无位移约束。 

4 数值结果与讨论 

本节采用微分求积有限元法进行算例分析，讨论材料尺

度参数、长宽比、长厚比、弹性夹层刚度以及边界条件对系

统振动特性的影响。由于结构自由振动特性与量纲无关，为

了便于今后研究，引入以下无量纲参数： 

ω̅=
ωLy

2

h
√

ρ

E
, k̄w=

kwLy
4

D
, k̄p=

kpLy
2

D
.              (24) 

4.1 有效性验证 

文献[15, 19]对修正的偶应力/应变梯度梁板的微分求积有

限元的收敛性开展了深入研究，发现在相同结点参数下微分

求积有限元相比于标准有限元具有更低的单元矩阵条件数。

因此，本节对单元收敛性仅做简单讨论。表 1 给出了不同网

格下 SSSS-SSSS 双层微板系统前 6 阶无量纲固有频率，其

中Lx Ly=1⁄ ，Lx h=8⁄ ，l h=1⁄ 。结果显示，随着网格的细化，

系统频率能够收敛于稳定值，且当网格为 15×15 时就能获

得收敛性结果。 

表 1 不同网格下双层微板系统前 6 阶无量纲固有频率 

Tab.1 First six dimensionless frequencies of microplate system under 

different meshes 

频率 网格 

 10×10 15×15 20×20 25×25 30×30 

ω̅1 13.417 13.4163 13.4163 13.4163 13.4163 

ω̅2 14.6455 14.6449 14.6449 14.6449 14.6449 

ω̅
3 或 4 32.3894 32.3594 32.3577 32.3574 32.3573 

ω̅5 32.8624 32.8328 32.8311 32.8308 32.8308 

ω̅6 33.6996 33.6707 33.6691 33.6688 33.6688 

表 2 比较了本文求解方法和文献[20]中 Levy 法所预测

的宏观单层矩形板的无量纲基频，此处l=0，Lx Ly⁄ = 0.5，网

格密度20×40。出于比较的原因，本文模型同步振动情形下

取l=0。从表 2 可以看出，微分求积有限元法所预测结果略

大于 Levy 法预测结果，但误差均在 1.5%以内，此外两者的

差异随着长厚比的增大而显著减小；对于 SSSS 板，微分求

积有限元与 Navier 法预测结果十分吻合；边界条件约束越

强或长厚比越大，板的振动频率越大，原因在于增加边界约

束或长厚比均会使结构刚性增强。 

表 2 不同边界条件下宏观单层矩形板的无量纲基频 

Tab.2 Dimensionless fundamental frequency of rectangular microplate 

under different boundary conditions 

Lx h⁄  方法 
边界条件 

SCSC SSSC SSSS SFSC 

5 

文献[20] 12.4545 11.8454 11.3717 9.7241 

本文
①

 — — 11.4159 — 

本文
②

 12.5118 11.8948 11.4159 9.81068 

10 

文献[20] 13.3367 12.6170 12.0675 10.2326 

本文
①

 — — 12.0809 — 

本文
②

 13.3545 12.6322 12.0809 10.3034 

20 

文献[20] 13.5953 12.8407 12.2675 10.3760 

本文
①

 — — 12.2711 — 

本文
②

 13.5999 12.8446 12.2711 10.4417 

注：① Navier 法；② 微分求积有限元法 

4.2 参数分析 

若无特别说明，本节计算中均采用30×30网格。表 3 列

出了 CCSF-CCSF 边界下双层微板系统前 6 阶无量纲固有频

率，Lx Ly=1⁄ 和Lx h=8⁄ 。结果显示，随着l h⁄ 的增大，系统频

率显著增大，且尺度效应对各阶频率的影响强弱也不尽相同；

当l h=1⁄ 和l h=0⁄ 时，与两者对应的频率之比介于 1.7 至 2.5，

这与文献[2]中悬臂微梁自由振动实验所得结果基本一致。 

表 3 CCSF-CCSF 边界下方形双层微板系统的无量纲频率 

Tab.3 Dimensionless frequencies of square double-layered microplate 

system with CCSF-CCSF boundary condition 

ω̅𝑛 l h⁄  

 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

ω̅1 4.9885 5.5555 6.8278 8.4451 10.2557 12.1797 

ω̅2 8.2426 8.5559 9.4118 10.6742 12.2184 13.9521 

ω̅3 9.8255 11.0123 13.8992 17.635 21.7897 26.1683 

ω̅4 13.4916 14.2844 16.3244 19.2186 22.6422 26.3924 

ω̅5 13.5175 14.9591 18.3786 22.8275 27.8288 33.1398 

ω̅6 16.6732 17.8417 20.9049 25.1712 30.1366 35.5107 



 

6 计 算 力 学 学 报 第 xx 卷 

图 3 呈现了不同长宽比下尺度效应对双层微板系统的

无量纲固有频率的影响，其中长宽比表示为β=L
x

Ly⁄  ，其中

Ly保持不变。从图中可以看出，随着Lx Ly⁄ 的减小或者l h⁄ 的

增大，系统频率均呈现出增大趋势，异步频率明显高于同步

频率，原因在于同步振动情形下，弹性夹层不起作用，而异

步振动时弹性夹层产生变形，使得系统刚度变大。 

图 4 给出了不同弹性夹层模量下双层微板系统无量纲

异步固有频率随无量纲材料尺度参数的变化。此处，Lx h=8⁄ ，

Lx Ly=1⁄ 。不失一般性，系统边界条件设为 CCSF-CCSF。同

步情形下，系统频率不依赖于弹性夹层模量；异步振动情形

下，弹性夹层模量越大，系统频率越大。此外，对比弹性夹

层模量 k̄w=50和 k̄p=10时以及 k̄w=100和 k̄p=5可以看到，

Pasternak 模量相较于 Winkler 模量对系统异步频率影响更

为显著。 

图 5 给出了不同边界条件下双层微板系统的无量纲异

步固有频率随无量纲材料尺度参数的变化，此处Lx h=8⁄ ，

Lx Ly=1⁄ ，k̄w=100，k̄p=10。图中结果显示，对于 SFSF-SFSF

情形，系统频率随l h⁄ 的增大趋势最小，而对于 CCCC-CCCC

情形，系统频率随材料尺度参数变化的增大趋势最显著。换

句话说，边界条件约束越强，尺度效应对系统频率的增强效

果越显著。从图中还可以看到，异步频率总是大于同步频率，

且随着l h⁄ 的变大，二者的差异会减小，原因可能在于，当考

虑尺度效应后，弹性夹层刚度在系统刚度中所占比重降低。

表 4 和表 5 分别呈现了Lx h=10⁄ 时和Lx h=100⁄ 时 SSSS- SSSS

双层微板系统异步振动模态和频率的尺度效应，此处

Lx Ly=1⁄ ，k̄w=5，k̄p=1。需要说明的是，图中对应的是归一化

后系统的相对位移模态云图。从表中可以看出，随着l h⁄ 的

增大，异步振动频率显著变大，前四阶模态云图几乎没有改

变，后四阶模态改变比较显著，这说明尺度效应对高阶模态

影响更大。此外，对比表 4 和表 5 可以发现，当Lx h⁄ 从 10

变到 100 时，系统频率显著增大，且两者对应的模态云图也

发生了显著改变，这说明剪切变形效应对振动频率和模态均

会产生影响。 
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图 3 不同长宽比下双层微板系统的无量纲固有频率 

Fig.3 Variation of dimensionless frequencies of a double-layered microplate 

system with different aspect ratios 
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14
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l/h
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 kw=50, kp=5

 kw=50, kp=10

 kw=100, kp=5
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图 4 不同弹性夹层刚度下双层微板系统的无量纲频率 

Fig.4 Variation of dimensionless frequencies of a double-layered microplate 

system with different elastic interlayer stiffness  
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图 5 不同边界条件下双层微板系统前两阶无量纲固有频率 

Fig.5 Variation of first two dimensionless frequencies of a double-layered 

microplate system with different boundary conditions 

表 6 呈现了 CCSF-CCSF 双层微板系统异步振动模态和

频率的尺度效应，此处Lx h=10⁄ ，Lx Ly=1⁄ ，k̄w=5，k̄p=1。表

中结果显示，随着随着l h⁄ 的增大，异步振动频率显著变大，

而振动模态并无明显变化。比较表 4 和表 6，可以发现系统

振动模态尺度效应的强弱受边界条件影响。 

表 7 显示了弹性夹层刚度对 CCCC-CCCC 双层微板系

统异步振动模态和频率的影响，此处Lx h=10⁄ ，Lx Ly=1⁄ ，

l h⁄ =0。从表中可以看出，随着弹性夹层刚度的增大，系统

前六阶模态几乎没有改变，而第七和第八阶模态呈现出明显

的改变，这意味着夹层刚度仅会对高阶模态产生影响。 

 

 

 

表 4 Lx h=10⁄ 时尺度效应对 SSSS-SSSS 双层微板系统振动模态与频率的影响 

Tab.4 Size effects on the vibration modes and frequencies of a SSSS-SSSS double-layered microplate system when Lx h=10⁄  

l h⁄  振动模态与频率 

0 

 

ω̅1 = 6.0626 

 

ω̅2 = 13.9537 

 

ω̅3 = 13.9537 

 

ω̅4 = 21.2688 

 

ω̅5 = 25.8710 

 

ω̅6 = 25.8710 

 

ω̅7 = 32.4230 

 

ω̅8 = 32.4230 

1 

 

ω̅1 = 13.7064 

 

ω̅2 = 33.1762 

 

ω̅3 = 33.1762 

 

ω̅4 = 51.8416 

 

ω̅5 = 63.9082 

 

ω̅6 = 63.9082 

 

ω̅7 = 81.5259 

 

ω̅8 = 81.5259 

表 5 Lx h=100⁄ 时尺度效应对 SSSS-SSSS 微板系统振动模态与频率的影响 

Tab.5 Size effects on the vibration modes and frequencies of a SSSS-SSSS double-layered microplate system when Lx h=100⁄  

l h⁄  振动模态与频率 

0 

 

ω̅1 = 6.2456 

 

ω̅2 = 15.0250 

 

ω̅3 = 15.0250 

 

ω̅4 = 23.8231 

 

ω̅5 = 29.6868 

 

ω̅6 = 29.6868 

 

ω̅7 = 38.4766 

 

ω̅8 = 38.4766 

1 

 

ω̅1 = 13.9575 

 

ω̅2 = 34.6274 

 

ω̅3 = 34.6274 

 

ω̅4 = 55.2991 

 

ω̅5 = 69.0755 

 

ω̅6 = 69.0755 

 

ω̅7 = 89.7304 

 

ω̅8 = 89.7304 
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表 6 尺度效应对 CCSF-CCSF 双层微板系统振动模态与频率的影响 

Tab.6 Size effects on the vibration modes and frequencies of a CCSF-CCSF double-layered microplate system 

l h⁄  振动模态与频率 

0 

 

ω̅1 = 5.5298 

 

ω̅2 = 10.7921 

 

ω̅3 = 14.5385 

 

ω̅4 = 19.6123 

 

ω̅5 = 20.2832 

 

ω̅6 = 27.1584 

 

ω̅7 = 28.6307 

 

ω̅8 = 31.7408 

1 

 

ω̅1 = 12.5948 

 

ω̅2 = 25.3538 

 

ω̅3 = 35.0916 

 

ω̅4 = 47.9372 

 

ω̅5 = 49.4516 

 

ω̅6 = 68.3797 

 

ω̅7 = 71.6552 

 

ω̅8 = 80.5847 

表 7 弹性夹层刚度对 CCCC-CCCC 双层微板系统振动模态与频率的影响 

Tab.7 Effect of the elastic interlayer stiffness on vibration modes and frequencies of CCCC-CCCC double-layered microplate system 

(k̄w, k̄p) 振动模态与频率 

(5, 1) 

 

ω̅1 = 10.1116 

 

ω̅2 = 19.3665 

 

ω̅3 = 19.3665 

 

ω̅4 = 27.2746 

 

ω̅5 = 31.7784 

 

ω̅6 = 32.2263 

 

ω̅7 = 38.9134 

 

ω̅8 = 38.9134 

(50, 10) 

 

ω̅1 = 12.0888 

 

ω̅2 = 21.6303 

 

ω̅3 = 21.6303 

 

ω̅4 = 29.7277 

 

ω̅5 = 34.2953 

 

ω̅6 = 34.7655 

 

ω̅7 = 41.5830 

 

ω̅8 = 41.5830 

(500, 100) 

 

ω̅1 = 23.7602 

 

ω̅2 = 36.9819 

 

ω̅3 = 36.9819 

 

ω̅4 = 47.4337 

 

ω̅5 = 53.1203 

 

ω̅6 = 53.6456 

 

ω̅7 = 62.0186 

 

ω̅8 = 62.0186 

5 结论 

采用修正的偶应力理论和两变量精化的剪切变形理论

发展了由弹性夹层连接的双层微板系统的自由振动模型。针

对系统异步自由振动边值问题，构造了对应的 C1 型微分求

积有限元。通过一系列数值算例，说明了本文方法的有效性，

并研究了各参数对双层微板系统振动特性的影响。主要结论

如下：(1) 当上下层板完全相同时，系统会出现同步和异步

振动现象，且异步频率大于同步频率；无量纲材料尺度参数

越大，边界约束越强，弹性夹层刚度越大，振动频率越大；

长宽比越大，振动频率反而减小。(2) 系统异步振动的相对

模态云图依赖于材料尺度参数，长厚比以及弹性夹层刚度：

随着材料尺度参数变大，前四阶等低阶模态几乎没有变化，

高阶模态呈现出显著的尺寸效应，而不同的边界条件又影响

着尺度效应的强弱；随着长厚比增大，削弱了剪切效应的影

响，同样使得高阶模态发生改变；弹性夹层刚度对低阶模态
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几乎不起作用，仅对高阶模态产生影响。 
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